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Теория и применение вейвлет - анализа.

Задачей любого натурного геофизического эксперимента в конечном итоге является установление неизвестных свойств природной среды по данным наблюдения процессов, в ней происходящих. Важность сказанного усугубляется тем, что в ряде случаев изучаемый геофизический объект может оказаться труднодоступен или вовсе недоступен для непосредственного изучения. Например, о строении глубоких земных недр мы можем судить исключительно по данным прошедших сквозь них сейсмических волн, о свойствах атмосферы, особенно верхней - по наблюдению проходящего сквозь нее излучения и пр. По этой причине разработка методов математической обработки геофизических наблюдений, то есть техники установления взаимосвязи между физическими свойствами природных сред и происходящих в них процессов, имеет крайне важное значение.

Методы обработки эксперимента развивались одновременно с прогрессом в понимании физических свойств природы. Так, результаты исследований систем многих тел привели к открытию собственных колебаний (мод) сложных систем. Это вызвало появление Фурье-анализа – средства, позволяющего разделять различные моды в наблюдаемых процессах и изучать их по отдельности. Относительно недавно получила распространение теория фракталов[1]. Как выяснилось, многие наблюдаемые свойства физических объектов объясняются их самоподобием, т.е. подобием их строения на больших и меньших масштабах. Фурье - спектр фрактального объекта характеризуется степенной зависимостью от частоты. Более глубокий анализ свойств самоподобия с помощью Фурье анализа невозможен. Это потребовало разработки новых методов математической обработки наблюдений. Одним из таких методов является вейвлет-преобразование[2].


Вейвлет-анализ представляет собой особый тип линейного преобразования функций из некоторого достаточно широкого класса. Базис собственных функций, по которому проводится разложение, обладает многими специальными свойствами. Правильное применение этих свойств позволяет исследователю сконцентрировать внимание на тех или иных особенностях анализируемого процесса, которые не могут быть выявлены с помощью традиционно применяемых преобразований Фурье и Лапласа. В частности, это относится к процессам фрактального типа, то есть обладающих свойством самоподобия. К таким процессам в геофизике относятся поля различных физических параметров природных сред. В первую очередь это касается поля скоростей в турбулентной атмосфере, а также температуры, давления и других физических величин. В этой главе рассмотрены основы теории вейвлет-преобразования и даны некоторые примеры его применения. 


На протяжении многих десятилетий основным средством анализа реальных физических процессов, в том числе случайных, являлся гармонический анализ. Математической основой гармонического анализа является преобразование Фурье (ряды Фурье для конечных отрезков времен и интегралы Фурье для процессов, не ограниченных по времени). Гармонический Фурье - анализ позволяет наглядно выявить быстрые и медленные изменения в исследуемом процессе и исследовать их по отдельности. Все необходимые свойства и формулы выражаются с помощью одной базисной функции 
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или двух действительных функций 
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. Таким образом, преобразование Фурье разлагает произвольный процесс на элементарные гармонические колебания с различными частотами. Гармонические колебания имеют широчайшее распространение в природе (колебания маятников, струн и пр.). Поэтому смысл преобразования Фурье интуитивно понятен независимо от строгих математических доказательств. 

Преобразование Фурье обладает рядом замечательных свойств, упрощающих его практическое применение. Оно является ортогональным оператором, т.е. оператор обратного преобразования совпадает с выражением для комплексно - сопряженного оператора. Областью определения преобразования Фурье является пространство L2 интегрируемых с квадратом функций. Это весьма широкий класс функций, и многие реальные физические процессы, наблюдаемые в природе, можно считать функциями времени, принадлежащими этому классу. Собственными функциями преобразования Фурье являются хорошо изученные полиномы Эрмита[3] Разработаны эффективные вычислительные процедуры типа алгоритма быстрого преобразования Фурье (БПФ), обеспечивающие нахождение Фурье-образа функций с минимальными затратами. Эти процедуры к настоящему времени включены во все пакеты прикладных программ и реализованы аппаратно в различных процессорах обработки сигналов.

Другие преобразования функций, в частности, операционное исчисление, применяются в основном в теоретических исследованиях сигналов. Применение их для анализа реальных процессов ограничено различными обстоятельствами, в том числе необходимостью контурного интегрирования в комплексной плоскости. 

Вейвлет-преобразование имеет много общего с преобразованием Фурье. В то же время имеется ряд существенных отличий. Рассмотрение свойств вейвлет-преобразования и преобразования Фурье будем вести параллельно, при необходимости обращаясь к аналогиям между ними.

Напомним некоторые математические определения. В пространстве функций одного переменного, определенных на конечном промежутке 
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 введем норму как корень из скалярного произведения
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Функции, для которых такой интеграл сходится и имеет конечное значение, принадлежат пространству L2(0,2(). В частности, все кусочно - непрерывные на промежутке (0,2() функции принадлежат этому пространству. Любая функция 
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 из этого пространства может быть представлена в виде ряда Фурье 
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Коэффициенты сn в этом разложении выражаются в виде интегралов
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Ряд Фурье равномерно сходится к 
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 по норме, определенной в (1):
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Заметим, что 
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 есть ортонормированный базис пространства L2(0,2(), построенный из единственной функции 
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 с помощью масштабного преобразования независимой переменной (времени), так что 
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Напомним также, что для коэффициентов ряда Фурье справедливо равенство Парсеваля
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Аналогично определяется функциональное пространство L2(R) на всей числовой прямой. К нему принадлежат функции, определенные на всей числовой оси 
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 и обладающие конечной энергией (нормой)


[image: image17.wmf](

)

E

f

t

dt

=

<

¥

-

¥

+¥

ò

2

.                                                     (6)
Однако, свойства функций из пространств L2(0,2() и L2(R) существенно различны. В частности, бесконечные синусоидальные волны не принадлежат пространству L2(R) и, следовательно, семейство синусоид не является базисом в этом пространстве. Попытка сконструировать базис пространства L2(R) из функций, принадлежащих этому же пространству, привела к созданию wavelet-преобразования. 

Рассмотрим простые эвристические соображения. Функции, принадлежащие пространству L2(R), должны стремиться к нулю на бесконечности. Чем быстрее эти функции стремятся к нулю, тем практически удобнее использовать их в качестве базиса преобразования при анализе реальных сигналов. Пусть 
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 - такая функция. Назовем ее базисной функцией. Пока будем считать, что она равна нулю за пределами некоторого конечного интервала. 

Так же как в случае пространства L2(0,2(), попытаемся сконструировать базис в пространстве L2(R) на основе функции 
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 с помощью масштабных преобразований независимой переменной. Пусть коэффициенты преобразования пропорциональны степеням двойки
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.  Для того чтобы перекрыть с помощью финитных функций всю числовую ось, устроим систему переносов (сдвигов) вдоль оси. Пусть они пока для простоты будут целочисленными, т.е вида
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С помощью таким образом определенной системы функций мы можем перекрыть всю действительную ось. Если базисная функция 
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 имеет единичную норму, то и все функции 
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будут нормированы на единицу, то есть
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Если семейство функций 
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 является ортонормированным базисом пространства L2(R), то есть 
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и каждая функция может быть представлена в виде ряда (разложения по базису)


[image: image27.wmf](

)

(

)

f

t

c

t

jk

jk

j

k

=

=

-¥

¥

å

f

.

,                                                                (11)

который равномерно сходится в L2(R), то есть
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тогда базисная функция преобразования 
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 называется ортогональным вейвлетом. Ортогональность системы функций 
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 может быть проверена непосредственно. Доказательства полноты и замкнутости базиса для каждой конкретной системы должны проводиться отдельно. Как правило, они весьма сложны и громоздки. Ссылки на них можно найти в обзорах [2,4]. Для практического применения, однако, достаточно приблизительного соблюдения всех этих свойств. Как правило, на практике используются именно такие системы функций. Будем в дальнейшем называть их вейвлетами. Дословный перевод этого слова означает "маленькая волна". Смысл такого названия станет ясен из дальнейшего.


Простейшим примером ортогональной системы функций такого типа является преобразование Хаара. Базисная функция этого преобразования определяется соотношением
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Легко проверить, что две любые функции, полученные с помощью этого базисного вейвлета путем масштабных преобразований и переносов, имеют единичную норму и ортогональны. Оказывается также, что эта система функций замкнута и полна в пространстве L2(R), то есть является базисом. Доказательство полноты и замкнутости базиса преобразования Хаара можно найти в книге [5].


Для функций, заданных на всей числовой оси ряд Фурье заменяется интегралом Фурье по непрерывному спектру частот. Аналогично определим континуальный базис вейвлетов в пространстве L2(R) на основе системы непрерывных преобразований масштаба и переносов:
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При этом параметры переноса b и масштабного преобразования a принимают произвольные значения из непрерывного спектра. Формула интегрального вейвлет-преобразования на его основе записывается в виде
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С помощью этого соотношения можно формально выразить коэффициенты дискретного вейвлет-преобразования:
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Далее для сокращения записи вместо выражения 
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Рассмотрим теперь вопрос об обратном преобразовании, позволяющем по известным коэффициентам преобразования восстановить исходную функцию из пространства L2(R). В случае Фурье-преобразования мы имеем дело с ортонормированной системой базисных функций, и проблем с обратным преобразованием Фурье не возникает. В случае вейвлет-преобразования ортонормированность базиса и существование обратного преобразования требует отдельного доказательства. Их можно найти в книге[5], a также в библиографии к обзору [2]. 


Обратное преобразование для непрерывного вейвлет-преобразования (15) записывается в том же виде, что и прямое
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Входящий в эту формулу коэффициент 
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 представляет собой нормировочную константу, аналогично коэффициенту 
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, нормализующему преобразование Фурье:


[image: image44.wmf](

)

C

d

f

f

w

w

w

=

<

¥

-

¥

+¥

ò

$

2

2

,                                                                  (18)

где 
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 означает Фурье-трансформанту базисной функции вейвлет-преобразования. 


Условие конечности нормализующего коэффициента 
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 накладывает ограничение на класс базисных функций вейвлет-преобразования 
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. В частности, для сходимости интеграла (18) в нуле требуется по крайней мере, чтобы 
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Для дискретного вейвлет-преобразования существование обратного преобразования определяется с помощью неравенства Рисса. Пусть 
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 - базис вейвлет-преобразования, определенный с помощью формулы (8). Тогда, если существуют две положительные вещественные константы 
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 справедливо для любой ограниченной, суммируемой с квадратом последовательности 
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такая базисная функция 
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 называется R-функцией. Для любой такой функции существует базис 
[image: image56.wmf]{

}

f

ik

 – двойник базиса 
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. Для любых двух элементов этих базисов выполняется свойство ортогональности
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На основе этого базиса строится формула реконструкции:
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Если 
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 - ортонормированный базис и 
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 – ортогональный вейвлет, тогда базисы 
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 и 
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 совпадают и формула (23) является точной формулой обратного преобразования. Если 
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 –  не ортогональный вейвлет, но является R-функцией, тогда базис-двойник также имеет базисную функцию, на основе которой он строится по выражению (23). В общем случае формула реконструкции (23) не является вейвлет-рядом в том смысле, что базис-двойник не может быть построен по типу (8).


В качестве средства анализа физических процессов вейвлет- функции имеют ряд привлекательных свойств. Преобразование Фурье, являющееся одним из основных средств такого анализа, не обладает свойством локализации во времени. Дельта-функция Дирака представляет собой функционал, ставящий в соответствие некой функции ее значение в данной точке. Такое преобразование абсолютно локализовано во времени, но при этом полностью теряется информация о частоте процесса. В этой ситуации мы сталкиваемся с проявлением закона типа квантового соотношения неопределенности, т.е. с невозможностью одновременно определить мгновенную частоту процесса и его значение в данный момент времени. Попытка уточнить один из этих параметров немедленно приводит  к ухудшению наших знаний о другом параметре. Вейвлет-анализ по существу представляет собой семейство функций, реализующих различные варианты соотношения неопределенности и предоставляющих исследователю возможность гибкого выбора между ними. Фурье-анализ и его модификации (дискретное косинусное преобразование и пр.) такими свойствами не обладают.


Теперь попытаемся более строго сформулировать свойства вейвлет-преобразования и ограничения, налагаемые на его базисные функции. Поскольку в настоящее время полная теория вейвлетов еще не построена, рассмотрим одно из наиболее простых определений вейвлета, опирающееся на уже введенные выше понятия.


Любая локализованная R-функция 
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 называется R-вейвлетом (или просто вейвлетом), если для нее существует функция - двойник 
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 такая, что базисы 
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, построенные согласно правилу (),  являются парными взаимными базисами функционального пространства 
[image: image69.wmf](

)

L

R

2

. Каждый таким образом определенный вейвлет, независимо от того, является ли он ортогональным или нет, позволяет представить любую функцию 
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 из пространства L2(R) представить в виде ряда (23), коэффициенты которого определяются интегральным преобразованием.


Вейвлет-двойник 
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 – единствен и тоже является R-вейвлетом. В свою очередь, 
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 является двойником для вейвлета 
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 – ортогональный базис.


Для многих практических целей достаточно, чтобы вейвлет 
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 обладал лишь свойством полуортогональности, т.е. 
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Любой R–вейвлет называется неортогональным, если он не является полуортогональным вейвлетом. Однако, поскольку он удовлетворяет условию Рисса, он имеет двойника, который позволяет построить формулу обратного преобразования (23).


Большинство ограничений, накладываемых на вейвлет, связано с необходимостью иметь обратное преобразование. Рассмотрим основные из этих ограничений.

1.  Локализация. Вейвлет - преобразование использует базисную функцию, локализованную в пространстве времен и частот. Функции, не стремящиеся к нулю за пределами некоторой ограниченной окрестности, не могут являться вейвлетами.

2.  Ограниченность
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Практическая оценка ограниченности и локализации может быть записана в виде неравенств
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Число n должно быть возможно большим, 
[image: image83.wmf]w
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 – доминантная частота вейвлета.

Нулевое среднее. Как можно видеть из формулы (18), для ограниченности нормировочной константы обратного преобразования вейвлет должен удовлетворять условию равенства нулю нулевого момента (среднего по времени)
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3.  Часто для практических приложений оказывается необходимыми. Чтобы нулю были равны не только нулевой, но и первые m моментов вейвлета:
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Такой вейвлет называется вейвлетом порядка m. Вейвлеты высокого порядка, обладающие большим количеством нулевых моментов, позволяют освободиться от влияния регулярных (полиномиальных) составляющих исследуемого процесса и сосредоточить внимание на анализе мелкомасштабных флуктуаций и особенностей высокого порядка.

4.   Автомодельность базиса. Самоподобие базиса вейвлет-преобразования является его характерным признаком. Действительно, все функции данного семейства 
[image: image86.wmf]f
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 имеют одинаковое количество нулей, поскольку получены из базисного вейвлета с помощью системы преобразований подобия. Это облегчает применение вейвлет–преобразования для анализа фрактальных сигналов. 

Рассмотрим несколько конкретных примеров различных функций, часто встречающихся в анализе реальных сигналов. Дельта-функция и бесконечная синусоида не удовлетворяют необходимому условию одновременной локализации по времени и частоте: дельта-функция не обладает этим свойством в пространстве частотного спектра, а синусоида в пространстве времен.

Функция Габора
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представляет собой модулированную функцию Гаусса с четырьмя параметрами: сдвиг по времени 
[image: image88.wmf]t
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, стандартное среднеквадратичное отклонение (, частота модуляции ( и фазовый сдвиг (. Разложение по функциям Габора является разложением по модулированным фрагментам синусоид. Длина фрагментов для всех частот постоянна, что дает различное число осцилляций для различных гармоник. Отсюда следует, что функция Габора не может быть базисной 

функцией вейвлет-преобразования. Хотя она хорошо локализована в пространствах времен и частот, построенный  на ее основе базис не обладает свойством самоподобия.


Вейвлет Хаара представляет собой пример ортогонального дискретного вейвлета, порождающего ортонормированный базис. Недостатком этого вейвлета является отсутствие гладкости, вследствие чего в пространстве частот он не слишком хорошо локализован. Часто применяется очень похожий на него FHAT-вейвлет, известный под названием French Hat - французская шляпа (цилиндр):
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где 
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 – функция Хевисайда определяется соотношением
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Характерным примером вейвлета с противоположными свойствами является вейвлет Литтлвуда-Пэли[2], недостаточно быстро спадающий на больших временах, но хорошо локализованный в пространстве частот. Все остальные вейвлеты можно считать занимающими промежуточное положение между этими двумя крайними предельными случаями.


Основой для конструирования многих вейвлетов является функция Гаусса 
[image: image93.wmf](
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. Кроме условия нулевого среднего, она обладает всеми необходимыми качествами вейвлета. Можно показать, что функция Гаусса минимизирует значение соотношения неопределенности по времени и частоте. Производные функции Гаусса уже удовлетворяют условию нулевого среднего и, следовательно, являются базисными функциями вейвлет-преобразования:
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Более высокие производные имеют больше нулевых моментов. На основе функции Гаусса строится также известный DOG-вейвлет (DOG – Difference of Gaussians, то есть разность гауссиан)
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Для работы с комплексными процессами применяются комплексные вейвлеты. Одним из наиболее часто применяемых вейвлетов является вейвлет Морле (Morlet):
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Вейвлет Морле есть не что иное, как плоская волна, модулированная функций Гаусса единичной ширины. Другим примером комплексного вейвлета является вейвлет Пауля, находящий применение в квантовой механике:
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Параметр m определяет количество нулевых моментов вейвлета. Оба эти комплексных вейвлета являются прогрессивными. Так называются вейвлеты, спектр которых 
[image: image102.wmf](
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 равен нулю для отрицательных значений пространственных частот. Они хорошо приспособлены для анализа процессов, подчиняющихся принципу причинности. Эти вейвлеты сохраняют направление движения времени и не создают паразитной интерференции между прошлым и будущим. 


На рис. 1  показаны наиболее широко применяемые вейвлеты (для комплексных вейвлетов показаны их действительные части). 
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Рис.1. Примеры наиболее часто используемых вейвлетов: а) WAVE б) MHAT в)Morlet г)Paul д) LMB e)Daubechies. Cлева показаны базисные функции вейвлетов, справа – их образы Фурье.

Свойства вейвлет-преобразования. 
Интерпретация результатов вейвлет-преобразования. 


В отличие от преобразования Фурье, результатом вейвлет преобразования функции одного переменного является функция двух переменных. Она определяет двумерную поверхность в пространстве двух переменных 
[image: image104.wmf](
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, соответствующих временному масштабу и временной локализации. Вид этой поверхности определяет эволюцию во времени спектральных компонент различного масштаба и называется частотно-временным спектром. Эта поверхность изображается на рисунках, как правило, в виде изолиний или, чаще, условными цветами. Для расширения диапазона масштабов, представляемых на графике, применяется логарифмическая шкала. Пример вейвлет-диаграммы реального физического процесса [7] приведен на рис. 2. Здесь изображен типичный временной ход допплеровского сдвига частоты проходящего через ионосферу сигнала и его вейвлет-спектр.  Ясно видно наличие в спектре сигнала высокочастотной компоненты с периодом порядка минут (мелкомасштабные чередующиеся области экстремумов в верхней части рисунка). Эти возмущения, по-видимому, обусловлены турбулентными пульсациями в ионосферной плазме. Встречающиеся в картине коэффициентов ветвления линий уровня говорят о фрактальной природе возмущений.
[image: image105.png]



Рис. 2 Временной ход допплеровского сдвига частоты и его вейвлет-спектр.


На таком графике можно легко проследить влияние каждого конкретного события на процессы различных временных масштабов, содержащиеся в исследуемом явлении. В самом деле, рассмотрим график функции 
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 в линейном масштабе. На таком графике область спектрально-временных коэффициентов, подверженная влиянию данного события в некоторый момент времени 
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, будет сосредоточена вблизи вертикальной прямой 
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. Чем больше временной масштаб спектрально-временного коэффициента, тем на большем промежутке времени будет сказываться влияние на этот коэффициент конкретного события. Таким образом, область влияния будет изображаться на графике углом с вершиной в точке 
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на оси времен (рис.3). Величина угла будет определяться видом возмущения и энергетическим спектром базисного вейвлета преобразования.
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Рис.3. Схематическое изображение угла влияния на вейвлет-диаграмме


Коэффициенты вейвлет-преобразования содержат комбинированную информацию об анализирующем вейвлете и анализируемом сигнале. Другими словами, результаты вейвлет-анализа в значительной степени зависят от выбора вейвлета, что дает исследователю некоторую степень произвола и в известной мере усложняет интерпретацию. Несмотря на это, вейвлет-анализ позволяет получить объективную информацию об анализируемом процессе, так как некоторые свойства вейвлет-преобразования являются инвариантными относительно выбора базисной функции анализирующего вейвлета. Такая независимость делает эти свойства вейвлет-преобразования очень важными. Основными из этих свойств являются следующие: 


Линейность.


[image: image111.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

[

]

(

)

[

]

W

f

t

g

t

W

f

t

W

g

t

a

b

a

b

+

=

+

                                        (39)

Проверить справедливость этого свойства можно непосредственно с помощью (15). Преобразование векторнозначных функций и многомерное вейвлет-преобразование также обладает свойством линейности. 


Инвариантность относительно сдвига
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Из этого свойства следует возможность перестановки вейвлет-преобразования с операцией дифференцирования по времени
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Это свойство коммутативности справедливо также и для операций векторного анализа.

Инвариантность относительно растяжения (сжатия)
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Это свойство дает возможность исследовать особенности анализируемого процесса. 

Кроме трех перечисленных свойств, не зависящих от выбора анализирующего вейвлета, вейвлет-преобразование обладает еще несколькими важными свойствами. Среди них необходимо отметить следующие.

Дифференцирование вейвлет-преобразования
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Приведенная формула позволяет вычислять вейвлет-преобразование от производной анализируемой функции m-го порядка через соответствующую производную от базисной функции. Это очень полезное свойство, учитывая то, что анализируемый процесс, как правило, дискретизован, в то время как базисная функция вейвлет-преобразования имеет явное представление в виде формулы. В справедливости соотношения (43) можно убедиться с помощью m-кратного интегрирования по частям. 

Для вейвлет-преобразования существует аналог теоремы Парсеваля. Справедливо равенство
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С помощью этого равенства энергия сигнала может быть вычислена через амплитуды (коэффициенты) вейвлет-преобразования, подобно тому, как она вычисляется через коэффициенты преобразования.

Опираясь на сформулированные свойства вейвлет- преобразования, можно вычислить различные полезные характеристики исследуемого процесса и проанализировать многие его свойства. К таким свойствам относятся локальная регулярность исследуемого процесса и фрактальная размерность (для процессов, обладающих фрактальной структурой).

Если анализируемая функция 
[image: image117.wmf](

)

f

t

 m раз дифференцируема в точке 
[image: image118.wmf]t

0

 , то коэффициенты ее вейвлет-преобразования при 
[image: image119.wmf]b

t

=

0

должны подчиняться неравенству


[image: image120.wmf](

)

W

a

t

a

m

,

0

3

2

£

+

 , 
[image: image121.wmf]a

®

0

, 
[image: image122.wmf](

)

(

)

f

t

C

t

m

Î

0

                                             (45)

Если анализируемая функция подчиняется условию Гельдера в точке 
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то коэффициенты ее вейвлет-преобразования в этой точке при 
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 должны подчиняться соотношению 
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Вейвлет-преобразование 
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Широкое применение вейвлет-преобразование получило в задачах исследования фрактальных процессов и сигналов. Типичным свойством фрактальных множеств является их асимптотическое самоподобие. Для таких процессов вейвлет-преобразование удовлетворяет приближенному соотношению
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где ( – показатель фрактальной размерности процесса. В случае мультифрактального множества можно определить спектр его фрактальных размерностей. 


Следует отдельно отметить, что соотношения (45)-(49), дающие возможность анализа локальной регулярности функций, не зависят от выбора анализирующего вейвлета.

Приложение. Математические основы фракталов.
Математической основой теории фракталов служит определение размерности Хаусдорфа-Безиковича. Оно опирается на математическую абстракцию процесса измерения длины, объема и площади. Измеряемый объект покрывается простыми эталонными фигурами (квадратами, прямоугольниками и пр.) с известными площадями. Площадь объекта равна точной нижней грани сумм площадей эталонов по всем покрытиям. 


[image: image137.wmf]S

S

a

i

i

i

i

=

=

å

å

,

где а - сторона эталонного квадрата. Существуют, однако, множества, для которых так определенные меры равны нулю или не существуют (расходятся). Рассмотрим следующее обобщение процесса измерения площади. Положим
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Тогда размерность Хаусдорфа - Безиковича (РХБ) есть точная верхняя грань таких р, для которых Sp > 0 при ai(0.
Для "обычных" фигур размерность Хаусдорфа - Безиковича совпадает с "обычной" размерностью (1 для кривых, 2 для плоских фигур, 3 для объемных). Например, покроем отрезок длины L отрезками длины (. Тогда для суммы Sp  мы получим значение
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При p=1 Sp=L; при р>1 эта сумма равна нулю; при р<1 предел расходится. Следовательно, точная верхняя грань равна единице, что и требовалось доказать.

Такое определение не слишком удобно для практических применений. Рассмотрим несколько других определений, применяемых на практике. Наиболее употребимым является определение клеточной размерности. Для объектов в эвклидовом пространстве Rd она определяется как предел 
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где N(()  –  число кубов в Rd , покрывающих объект. Такое определение обладает двумя существенными недостатками. Во-первых, предел может не существовать даже для множеств, имеющих определенное значение размерности Хаусдорфа - Безиковича. Во-вторых, для физических объектов оно непригодно. Дело в том, что фрактальные свойства реальных объектов проявляются на масштабах, превышающих некоторую характерную величину a, и точное следование определению клеточной размерности приведет к тривиальному целому значению размерности. Типичный физический подход заключается в переходе к следующему определению
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Для регулярных фракталов можно ввести понятие самоподобия. Оно означает, что фрактал состоит из элементов, каждый из которых составлен из N подобных ему элементов меньшего в n раз размера. Тогда размерность самоподобия по определению есть
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Например, треугольный ковер Серпинского (рис.4) составлен из трех треугольников в два раза меньшего размера. Следовательно, его размерность самоподобия равна 
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Рис.4. Треугольный ковер Серпинского 


Также в физике широко применяется понятие массовой размерности фрактала. Фрактал представляется состоящим из единиц некоторого размера a. На масштабах, меньших а, самоподобие не имеет места. На больших масштабах l число атомов кластера растет как
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Число DM  и есть массовая размерность. Если в регулярном фрактале элементы некоторого размера a рассматривать как атомы с определенной массой, то размерность самоподобия будет равна массовой размерности. 


Существуют, однако, фракталы, для которых ни одна из введенных размерностей не определяет полностью структуру фрактального объекта. Для исследования таких объектов применяют бесконечный ряд размерностей Реньи. Пусть пространство разбито на ячейки размера (, а р(() - вероятность обнаружить в i-й ячейке точку. Реньи ввел обобщенные энтропии 
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При q(1 энтропия Реньи в пределе равна шенноновской энтропии. Размерности Реньи определяются как
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Относительно предельного перехода при физических применениях справедливы все те же замечания, что и для клеточной размерности. При q=0 Dq совпадает с клеточной размерностью. D2 широко применяется, так как имеется простой алгоритм ее определения через корреляционный интеграл. Пусть M(()- число пар точек множества, разделенных расстоянием меньшим, чем (. Положим
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Ряд размерностей Реньи более подробно характеризует фрактальный объект, чем одна фрактальная размерности, а наиболее полно преимущества такого подхода выявляются при изучении мультифрактальных структур.

Список литературы.

1.  Фракталы в физике. Пер. с англ. М.:Мир.,1988 -672 с.

2.  Астафьева Н.М. Вейвлет - анализ. Основы теории и применения. Успехи физических наук, т.166, вып. 11, ноябрь 1996 г. 

3.  Колмогоров А.H., Фомин С.В. Элементы функционального анализа. М.:Наука, 1968.

4.  Пэн Дж., Топиков М. В. Wavelets и их применение к линейным и нелинейным проблемам электромагнетизма. "Зарубежная радиоэлектроника. Успехи современной радиоэлектроники" 1998, вып. 12  с.71

5.  Залманзон Л.А. Преобразования Фурье, Уолша, Хаара и их применение в управлении, связи и других областях. М.:Наука, 1989 - 496 с.

6.  Зосимов, В.В., Л.М. Лямшев. Фракталы и скейлинг в акустике. Акустический журнал, 1994, т.40, вып. 5, с.709 - 737.
7.  Кирьянов Д.В., Сапонов Д.И. Вейвлет-спектры ионосферного радиосигнала. Тезисы конференции Ломоносов-99. М.:МГУ, 1999.

[image: image149.png]


[image: image150.png]


[image: image151.png]


[image: image152.png]


[image: image153.png]




[image: image155.png]



PAGE  
23

_1115021964.unknown

_1115021999.unknown

_1115022016.unknown

_1115022024.unknown

_1115022033.unknown

_1115022037.unknown

_1115022041.unknown

_1115022046.unknown

_1115022048.unknown

_1115022049.unknown

_1115022050.unknown

_1115022047.unknown

_1115022044.unknown

_1115022045.unknown

_1115022042.unknown

_1115022039.unknown

_1115022040.unknown

_1115022038.unknown

_1115022035.unknown

_1115022036.unknown

_1115022034.unknown

_1115022029.unknown

_1115022031.unknown

_1115022032.unknown

_1115022030.unknown

_1115022026.unknown

_1115022028.unknown

_1115022025.unknown

_1115022020.unknown

_1115022022.unknown

_1115022023.unknown

_1115022021.unknown

_1115022018.unknown

_1115022019.unknown

_1115022017.unknown

_1115022007.unknown

_1115022011.unknown

_1115022014.unknown

_1115022015.unknown

_1115022013.unknown

_1115022009.unknown

_1115022010.unknown

_1115022008.unknown

_1115022003.unknown

_1115022005.unknown

_1115022006.unknown

_1115022004.unknown

_1115022001.unknown

_1115022002.unknown

_1115022000.unknown

_1115021981.unknown

_1115021990.unknown

_1115021994.unknown

_1115021996.unknown

_1115021997.unknown

_1115021995.unknown

_1115021992.unknown

_1115021993.unknown

_1115021991.unknown

_1115021986.unknown

_1115021988.unknown

_1115021989.unknown

_1115021987.unknown

_1115021983.unknown

_1115021985.unknown

_1115021982.unknown

_1115021973.unknown

_1115021977.unknown

_1115021979.unknown

_1115021980.unknown

_1115021978.unknown

_1115021975.unknown

_1115021976.unknown

_1115021974.unknown

_1115021968.unknown

_1115021971.unknown

_1115021972.unknown

_1115021969.unknown

_1115021966.unknown

_1115021967.unknown

_1115021965.unknown

_1115021930.unknown

_1115021947.unknown

_1115021956.unknown

_1115021960.unknown

_1115021962.unknown

_1115021963.unknown

_1115021961.unknown

_1115021958.unknown

_1115021959.unknown

_1115021957.unknown

_1115021951.unknown

_1115021953.unknown

_1115021954.unknown

_1115021952.unknown

_1115021949.unknown

_1115021950.unknown

_1115021948.unknown

_1115021938.unknown

_1115021943.unknown

_1115021945.unknown

_1115021946.unknown

_1115021944.unknown

_1115021940.unknown

_1115021942.unknown

_1115021939.unknown

_1115021934.unknown

_1115021936.unknown

_1115021937.unknown

_1115021935.unknown

_1115021932.unknown

_1115021933.unknown

_1115021931.unknown

_1115021912.unknown

_1115021921.unknown

_1115021925.unknown

_1115021928.unknown

_1115021929.unknown

_1115021926.unknown

_1115021923.unknown

_1115021924.unknown

_1115021922.unknown

_1115021917.unknown

_1115021919.unknown

_1115021920.unknown

_1115021918.unknown

_1115021915.unknown

_1115021916.unknown

_1115021914.unknown

_1115021904.unknown

_1115021908.unknown

_1115021910.unknown

_1115021911.unknown

_1115021909.unknown

_1115021906.unknown

_1115021907.unknown

_1115021905.unknown

_1115021900.unknown

_1115021902.unknown

_1115021903.unknown

_1115021901.unknown

_1115021897.unknown

_1115021898.unknown

_1115021896.unknown

